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Università di Verona
In questo articolo si sviluppa un nuovo approccio per il cal-
colo del Value-at-Risk che utilizza il Filtro di Kalman per stimare
il beta dei titoli di un portafoglio. Tale tecnica viene applicata al
portafoglio azionario di una società assicurativa e confrontata con
i metodi tradizionali basati sulla matrice di varianza-covarianza
dei rendimenti e il beta di Sharpe stimato con i minimi quadrati
ordinari. L’analisi di back testing evidenzia che la metodologia pro-
posta è in grado di cogliere la dinamica del mercato finanziario e
di adattarsi con flessibilità alle esigenze di copertura di un’isti-
tuzione finanziaria. [Cod. JEL: C51, C52, G10]
1. - Introduzione
Uno dei principali obiettivi del risk management è quello di sa-
per identificare e valutare il rischio connesso all’attività operativa e
finanziaria di una società. È per soddisfare a tale necessità che sono
stati sviluppati strumenti informativi e di misurazione del rischio
quali il Value-at-Risk (VaR). Nel caso dei rischi finanziari, il VaR, rap-
* <cristina_sommacampagna@pilar.univr.it> <cristina_sommacampagna@yahoo.it>
ringrazia i suoi genitori, per la forte partecipazione e vicinanza, Andrea Berardi, per i
suoi costanti incoraggiamenti, e Stefano Corradin per averla aiutata nel trovare forte
motivazione in questo lavoro. I suoi ringraziamenti vanno anche a Claudia Motta, ad Al-
berto Minali e al “Gruppo di Capital Allocation”, Pianificazione e Redditività di Gruppo,
RAS Spa, per aver reso possibile questo lavoro e per il loro sostegno. Ringrazia anche i
referees del Premio Costa per i loro commenti e suggerimenti.
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la fine del testo.portando l’entità del movimento avverso del mercato o della singola
attività all’entità dell’investimento, esprime in termini percentuali la
perdita monetaria che verrà superata con una certa probabilità in un
certo intervallo di tempo dato l’investimento effettuato. Sono stati
sviluppati diversi approcci alla stima del VaR, sia di tipo non para-
metrico che parametrico, Jorion [9]. Nella prima tipologia rientrano
quelle tecniche che prevedono la generazione della distribuzione dei
rendimenti delle attività in portafoglio: la Simulazione Storica e la Si-
mulazione Monte Carlo. La Simulazione Storica fa riferimento alla
distribuzione dei rendimenti passati al fine di simularne le future rea-
lizzazioni. Consideriamo una singola azione, la prima Simulazione
consiste nell’assumere che il rendimento dell’azione domani sarà pa-
ri al rendimento registrato per il primo giorno della serie storica con-
siderata; la seconda Simulazione consiste nell’assumere che il rendi-
mento dell’azione domani sarà pari al rendimento registrato per il se-
condo giorno della stessa serie storica; e così via, Jorion [9] e Alexan-
der [2]. In questo modo, costruiamo una distribuzione per i rendi-
menti futuri; il VaR è determinato come quantile di tale distribuzio-
ne. L’aspetto negativo più rilevante di questo approccio è dato dal fat-
to che non può tener conto di eventi al momento molto probabili che
non si siano mai verificati in passato. Questa non è una buona as-
sunzione, specialmente se abbiamo a che fare con breaks strutturali
del mercato. Quando implementiamo la Simulazione Monte Carlo,
assegnamo distribuzioni di probabilità ad alcuni fattori di rischio, i
prezzi dei titoli nel caso più semplice, e generiamo N ipotetici valori
per i fattori di rischio stessi. Da tali valori simulati deriviamo una se-
rie di rendimenti e generiamo una distribuzione per questi. Il VaR è
determinato come quantile della distribuzione, Jorion [9] e Alexan-
der [2]. Per questo approccio, la scelta del modello che descrive i fat-
tori di rischio gioca un ruolo chiave.
Altri approcci per il calcolo del VaR sono stati proposti più
di recente: la Simulazione Storica Filtrata (Barone, Adesi e Gian-
nopoulos [1]), che combina la Simulazione Storica con la stima
di un modello GARCH della volatilità e con una tecnica di boot-
strap sui residui standardizzati per generare scenari futuri, e l’ap-
plicazione della Teoria dei Valori Estremi (EVT), Embrechts, Klp-
pelberg e Mikosch [6], Kellezi e Gilli [11], McNeil [12], Neftci [13].
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ralizzata per i soli valori estremi sulla base del fatto che, empiri-
camente, si è dimostrato che la distribuzione dei rendimenti è ca-
ratterizzata da code spesse. I metodi di stima parametrici fanno
dipendere la misura del rischio (che è strettamente legata alla vo-
latilità del portafoglio attraverso il calcolo del VaR) dalla stima di
un parametro. Nel caso di portafogli azionari, un primo approc-
cio prevede la stima della matrice di varianza e covarianza dei ti-
toli presenti in portafoglio; il problema principale di questo me-
todo risiede nelle caratteristiche di tale matrice che risulta ill-con-
ditioned. Un secondo approccio dato dal modello diagonale di
Sharpe, [14], che utilizza il metodo dei minimi quadrati ordinari
per stimare in modo statico il parametro beta, coefficiente di re-
gressione tra il rendimento del titolo e il rendimento dell’indice
di mercato di riferimento, Morgan [10]. Nella realtà, come si di-
mostra nel corso dell’indagine empirica, la relazione che lega i
rendimenti dei titoli tra loro o il rendimento del singolo titolo con
il rendimento dell’indice di riferimento non è affatto costante nel
tempo. Partendo da questa osservazione, in questo lavoro si pro-
pone di utilizzare una tecnica di stima alternativa del parametro
beta: il Filtro di Kalman. Questa nuova metodologia viene appli-
cata ad un portafoglio azionario, diversificato internazionalmen-
te, di una compagnia di assicurazione
1. La composizione del por-
tafoglio viene osservata con cadenza settimanale nel periodo 31
dicembre 1999-12 aprile 2001. Tale periodo è stato caratterizzato
da una brusca caduta dei corsi, dopo la fase di forte rialzo degli
indici azionari americani. Il Value-at-Risk del portafoglio viene cal-
colato, con cadenza giornaliera, (i) con il metodo classico della
matrice di varianza e covarianza, (ii) con la stima del beta di Shar-
pe mediante i minimi quadrati ordinari e (iii) con la stima del be-
ta di Sharpe con il filtro di Kalman. Successivamente, mediante
l’analisi di back testing si verifica il grado di attendibilità dei dif-
ferenti modelli. Il VaR stimato con il filtro di Kalman si dimostra
più adatto a cogliere le variazioni di volatilità del mercato rispet-
to ai due approcci alternativi. L’articolo è strutturato nel seguen-
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1 I dati sono stati forniti da RAS S.p.A.te modo. Il secondo e terzo paragrafo contengono una breve ras-
segna dalla letteratura relativa alla stima del Value-at-Risk con un
approccio classico matrice varianza-covarianza e con la stima del
beta di Sharpe. Mediante dei test, si analizza l’instabilità del pa-
rametro beta e si fornisce la giustificazione all’utilizzo del filtro
di Kalman per la stima dello stesso. Nel paragrafo 4 viene de-
scritta la metodologia del filtro di Kalman e vengono riassunte le
applicazioni dello stesso nella stima del parametro beta. Il quin-
to paragrafo contiene i risultati della verifica empirica riguardan-
ti il calcolo del VaR e l’analisi di back testing. L’ultimo paragrafo
contiene alcune considerazioni conclusive. In appendice mostria-
mo la procedura di aggregazione dei VaRs.
2. - Approccio classico alla stima del Value-at-Risk
L’approccio classico si concentra sulla stima di un parametro,
la deviazione standard del portafoglio, anziché sulla distribuzione
dei rendimenti dello stesso. Alla base del modello vi sono due ipo-
tesi fondamentali: normalità della distribuzione dei rendimenti e li-
nearità del rendimento di portafoglio rispetto ai fattori di rischio.
La combinazione di queste due ipotesi implica che il rendimento
del portafoglio si distribuisca in modo normale. Posto che i rendi-
menti di portafoglio hanno una distribuzione normale la cui me-
dia è zero, il parametro σp, deviazione standard del rendimento di
portafoglio, è sufficiente a descrivere tale distribuzione e quindi a
determinare il VaR. L’utilizzo della distribuzione normale consente
di affermare che, ad esempio, un rendimento negativo del portafo-
glio pari a –1,65σp verrà superato, in valore assoluto, con probabi-
lità del 5%. Possiamo introdurre a questo proposito un diagramma
per rendere la spiegazione più chiara (graf. 1). Considerando i ren-
dimenti passati di un generico portafoglio, possiamo rappresenta-
re la loro frequenza in un diagramma e mostrare così la loro di-
stribuzione empirica; sommiamo le probabilità di ottenere le mi-
gliori realizzazioni (quindi spostandoci da destra verso sinistra nel
diagramma) fino ad ottenere una probabilità cumulata pari a (1 –
α) dove α è il livello di confidenza che scegliamo per calcolare il
150 Cristina Sommacampagnanostro VaR. Il valore che corrisponde a quel livello di confidenza è
il VaR all’α%. Questo permette di determinare l’entità del valore a
rischio della posizione. Data poi la seconda ipotesi di linearità del-
la variazione del valore di portafoglio rispetto alle variazioni dei
fattori di rischio, che nell’ipotesi più semplice coincidono con i ti-
toli stessi presenti in portafoglio, anche il rendimento di portafo-
glio si distribuisce in modo normale e la sua varianza è sufficien-
te a rappresentare il rischio complessivo. La varianza del rendi-
mento di portafoglio in termini matriciali risulta pari a σ
2
p = x′Σx e
la quota a rischio del valore investito, cioè il VaR, è pari a:
(1)
dove x è il vettore dei pesi, ∆t è l’orizzonte temporale e Σ è la ma-
trice di varianze e covarianze dei rendimenti dei singoli titoli. Que-
sto l’approccio analitico classico alla stima del VaR per il quale il
problema principale risiede nella possibilità che la matrice di va-
rianza e covarianza sia ill-conditioned. Tra i modelli che fornisco-
no una struttura più semplice per giungere alla matrice di va-
rianze e covarianze è il modello diagonale di Sharpe che si illu-
stra di seguito.
   VaR z x x t   = ′Σ∆
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GRAF. 1
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L’assunzione di base per l’approccio che utilizza il metodo dei
minimi quadrati ordinari (OLS) è che l’andamento dei rendimen-
ti dei titoli dipenda da un solo fattore comune: il mercato, che è
rappresentato da un indice. Il modello (detto Modello diagonale di
Sharpe) consiste nel regredire linearmente il rendimento di un ti-
tolo contro il rendimento del mercato:
Ri = αi + βiRm + εi
dove Ri è il rendimento del titolo i-esimo, Rm è il rendimento del
mercato, αi è una costante additiva, βi è il beta ovvero il coeffi-
ciente che esprime di quanto varia Ri al variare di Rm,  εi è l’ele-
mento di disturbo (componente di errore o white noise, una va-
riabile aleatoria con media zero e varianza pari a σ
2
ε, che assume
valori indipendenti ed identicamente distribuiti). Il modello si ba-
sa sull’ipotesi che il rischio collegato al possesso di un portafoglio
di attività possa venir suddiviso in due componenti: una prima
componente che si può ridurre grazie alla diversificazione, una
seconda che dipende dal rischio generale di mercato. Il parame-
tro  βi può essere interpretato come indicatore del grado di ri-
schiosità del titolo i-esimo all’interno del portafoglio. Lo stesso
coefficiente esprime anche la relazione tra rischiosità della singo-
la attività e volatilità del mercato ed è determinato dalla cova-
rianza tra i rispettivi rendimenti. La stima del beta di Sharpe si
può ottenere utilizzando il metodo OLS, che consiste nel mini-
mizzare i quadrati degli scarti tra valori osservati e valori stima-
ti. Si dimostra che al crescere del numero dei titoli in portafoglio,





de dal solo fattore di rischio σm. Il VaR di portafoglio può quin-
di essere calcolato in questo modo:
(2)
z è il quantile della distribuzione normale corrispondente al livel-
lo di confidenza scelto (per esempio 1,65 nel caso in cui l’inter-
   VaR z x x t m   = ′′ ββ σ
2 ∆
152 Cristina Sommacampagnavallo di confidenza scelto sia del 95%), x è ancora il vettore dei
pesi dei titoli in portafoglio, β è il vettore dei parametri stimati,
σ
2
m è la varianza stimata dell’indice di mercato
2.
3.1 Evidenze sulla stabilità del parametro beta
Il metodo OLS è un metodo statico, che assegna ad ogni os-
servazione passata lo stesso peso e il valore stimato può dipen-
dere in modo significativo dalla lunghezza del periodo temporale
considerato. Utilizzare le 250 osservazioni più recenti, come si usa
fare nella pratica, equivale allora ad assumere che vi siano varia-
zioni rilevanti dei beta ogni anno. Inoltre, come abbiamo detto, il
parametro beta che stimiamo esprime il grado di correlazione che
sussiste tra il singolo titolo e l’indice di mercato. Breaks struttu-
rali si susseguono nel mercato e sono dovuti a diversi fattori. Gli
avvenimenti politici, per esempio, possono minare l’equilibrio dei
paesi e avere conseguenze sull’andamento dei mercati finanziari.
Mutamenti improvvisi dei cicli economici, cambiamenti inattesi
dei fattori macroeconomici che dirigono l’economia, e molti altri
fattori microeconomici e sociali, possono avere una qualche in-
fluenza sull’equilibrio dei mercati finanziari. Posto ciò, dal mo-
mento che il parametro beta che stiamo esaminando rappresenta
la correlazione tra il singolo titolo (che è collegato all’andamento
dell’economia reale) e l’indice di mercato, è probabile che tale re-
lazione non rimanga costante nel tempo, Wells [15]. Per verifica-
re la stabilità del parametro nel tempo si può attuare una stima
OLS ricorsiva che consiste nello stimare i parametri della regres-
sione ripetutamente utilizzando serie storiche sempre più ampie
di dati. Ogni stima successiva viene effettuata comprendendo
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2 La relazione che lega il modello di stima del Value-at-Risk basato sulla ma-
trice di varianze e covarianze a quello basato sulla stima del parametro beta è da-
to dalla seguente equazione:
X è il vettore dei pesi dei titoli in portafoglio, Σ è matrice di varianze e co-
varianze dei titoli stessi.






XXun’osservazione in più, ripetendo il processo fino ad utilizzare tut-
te le osservazioni. L’analisi grafica dei valori assunti via via dal
parametro beta evidenzia cambiamenti rilevanti nel valore del be-
ta cioè nel comportamento del titolo in relazione all’andamento
del mercato di quotazione. A titolo di esempio, nel grafico 2, si
illustra l’evoluzione temporale del beta dell’azione Siemens, che è
compresa nell’indice Dax, dall’aprile 1994 al febbraio 2000. Il va-
lore del beta per il titolo Siemens è salito da un valore di 0,73 a
0,87, nel giro di pochi mesi, intorno alla data del 30 maggio 1997.
Per verificare in quale momento sia avvenuta la rottura, si può
utilizzare il test CUSUM (Brown, Durbin e Evans, [3]) che si ba-
sa sul confronto della somma cumulata dei residui generati da un
processo di regressione ricorsivo con una fascia di confidenza del
5%. Se i valori della somma cumulata escono dall’intervallo di
confidenza si conclude che il parametro è instabile. Il grafico 3 si
riferisce ancora al titolo Siemens e mostra chiaramente la pre-
senza di un cambiamento nel comportamento del titolo.
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GRAF. 2
STIMA DEL BETA RICORSIVO PER IL TITOLO SIEMENS
(APR. 1994–FEB .2000). LE LINEE TRATTEGGIATE INDICANO 








4/14/94 3/14/96 2/12/98 1/13/00Un’ulteriore analisi si può condurre utilizzando il breakpoint
test di Chow che verifica la significatività statistica della data in-
dividuata quale momento di cambiamento. Il test consiste nel
confrontare la somma dei quadrati degli scarti ottenuti regre-
dendo un’unica equazione sull’intero campione con la somma dei
quadrati degli scarti ottenuti regredendo due equazioni su due
sottocampioni distinti. Una differenza significativa tra i due va-
lori indica che c’è stato un cambiamento strutturale nella rela-
zione che lega le variabili considerate. L’ipotesi nulla è che non
vi siano cambiamenti strutturali e la tavola 1 che riporta il ri-
sultato del test in termini di p-value mostra che l’ipotesi nulla
deve essere decisamente rifiutata. La presenza di un break strut-
turale nel titolo e/o nel mercato intorno al 30 maggio 1997 è evi-
dente.
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GRAF. 3
TEST CUSUM (CUMULATIVE SUM OF SQUARE) 










CUSUM dei quadrati 5% significatività4. - Un nuovo approccio basato sul Filtro di Kalman
In questo paragrafo, viene sviluppata una nuova procedura
per la stima del VaR  basata sul calcolo dei beta ottenuto utiliz-
zando il filtro di Kalman. Si tratta di un algoritmo che ci per-
mette di aggiornare la stima ogni volta che si dispone di un’ulte-
riore informazione, Hamilton [7], Harvey [8]. È un approccio già
analizzato da Wells ([15]) che lo ha applicato allo Stockholm ex-
change per stimare il beta dei titoli quotati ma non ha esteso l’a-
nalisi alla stima del Value-at-Risk. Alla base di questo approccio
vi è la descrizione del sistema dinamico per mezzo di una forma
in spazio degli stati. Assumendo che il beta non sia costante nel
tempo, si formula un modello per descriverne la dinamica. Si ipo-
tizza un comportamento autoregressivo del parametro. In breve,
il funzionamento del Filtro di Kalman può essere riassunto come
segue. Sia yt un vettore (n × 1) di variabili osservate al tempo t.
Tutta una serie di modelli dinamici è in grado di descrivere yt in
termini di possibili osservazioni del vettore ξt (state vector) di di-
mensione (r × 1). La rappresentazione state space della dinamica
di yt è data dal seguente sistema di equazioni:
(3) yt = A′xt + H′ξt + wt
(4) ξt = Fξt-1 + vt
F, A′ e H′ sono matrici di parametri di dimensioni (r × r), (n × k)
e (n × r) rispettivamente e xt è un vettore di variabili predetermi-
nate esogene. L’equazione (4) è nota come equazione di stato e la
(3) come equazione delle osservazioni. Il vettore ξt è detto vetto-
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TAV. 1
BREAKPOINT TEST DI CHOW: 30 MAGGIO 1997
statistica F 14.987 p-value 0,000
rapporto tra Log likelihood 29.786 p-value 0,000re di stato. I vettori vt (r × 1) e wt (n × 1) sono white noise, cioè




Q e R sono matrici (r × r) e (n × n), rispettivamente. Si assume
inoltre che gli errori siano non correlati. L’obiettivo della formu-
lazione state space è quello di definire il vettore ξt in modo che
contenga tutte le informazioni rilevanti circa il sistema al tempo
t. La stima del modello avviene con il metodo della massima ve-
rosimiglianza. Al vettore ξt e alle matrici dei parametri F, A′ e H′
vengono assegnati valori di partenza casuali e da questi inizia la
procedura ricorsiva che massimizza il valore della funzione di
massima verosimiglianza.
In questo lavoro applichiamo la tecnica del Filtro di Kalman
alla stima del beta di Sharpe per un modello di regressione li-
neare. Nello specifico, il modello state space risulta:
Rt = αi + (β
–
+ βt) + εt
βt = θβt-1 + wt
Specificando l’equazione state space in questo modo, pos-
siamo usare il Filtro di Kalman per stimare il parametro beta
come se si trattasse di una variabile non osservabile. Assu-
miamo che il parametro segua un processo autoregressivo del
primo ordine; stimiamo anche un valore medio per il para-
metro  beta così come esplicitato nella prima equazione; ciò
significa che assumiamo che il parametro sia mean reverting
cioè che tenda al proprio valore medio β
–
(Hamilton [7] e Har-
vey [8]).
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5.1 Dati
L’applicazione viene effettuata utilizzando un portafoglio
azionario di una compagnia di assicurazione
3 la cui composizio-
ne viene osservata nel periodo 31 dicembre 1999–12 aprile 2001.
La composizione del portafoglio e i pesi percentuali di ciascuna
attività vengono aggiornati con frequenza settimanale. Il numero
di azioni presenti in portafoglio è mediamente 100. Per la stima
dei  VaRs si utilizzano serie storiche annuali (250 osservazioni),
con cadenza giornaliera, di ogni azione presente in portafoglio.
Stimiamo per ogni combinazione di metodologia un VaR con di-
versi livelli di confidenza e orizzonti temporali. I mercati azio-
nari interessati sono Finlandia, Francia, Germania, Giappone, Re-
gno Unito, Italia, Olanda, Spagna, Stati Uniti, Svezia, Svizzera.
Creiamo più gruppi di azioni sulla base dell’indice nel quale que-
ste sono inserite.
Per ogni mercato, si considera la serie storica di uno o più
indici, per lo stesso periodo, associando ciascuna azione al mer-
cato di quotazione di riferimento. Per esempio, il titolo america-
no IBM viene assegnato, nel calcolo del beta, sia per la procedu-
ra OLS, sia per il Filtro di Kalman, all’indice Dow Jones, mentre
il titolo americano Intel viene assegnato all’indice Nasdaq. Per
ogni gruppo di azioni calcoliamo il relativo VaR (VaRindex,i). Dato
che il portafoglio è denominato in più valute, si considerano an-
che le serie storiche dei tassi di cambio (yen giapponese, sterlina
inglese, dollaro americano, corona svedese, franco svizzero) per
poter tenere conto dell’effetto di diversificazione internazionale.
Così otteniamo un VaR per ogni moneta (VaRcurrency,i).
Il procedimento di aggregazione dei VaRs viene illustrato in
dettaglio nel paragrafo seguente (v. in particolare le equazioni (7)
e (8) e la parte seguente del testo).
La costruzione dei portafogli viene realizzata compilando
una procedura che aggiorna in modo ricorsivo il database delle
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3 I dati sono stati forniti da RAS S.p.A.serie storiche delle osservazioni giornaliere di titoli, indici di
mercato e cambi, includendo il dato del giorno precedente ed
escludendo il dato più lontano nel tempo. Il VaR viene ricalco-
lato per ogni giorno di osservazione, per ogni metodologia di cal-
colo.
5.2 Procedure
Il  VaR viene stimato per il periodo compreso tra il 31 di-
cembre 1999 e il 12 aprile 2001. Si ottengono 325 stime per ogni
combinazione di metodologia a livelli di confidenza del 95%,
97,5% e 99% e per orizzonti temporali di uno, cinque e dieci
giorni. Le metodologie utilizzate per il calcolo sono quelle già
descritte: il metodo classico, che prevede la stima della matrice
di varianze e covarianze; il metodo OLS, che stima con una re-
gressione lineare il parametro beta di Sharpe; il metodo di sti-
ma con il Filtro di Kalman, che mediante un processo ricorsi-
vo descrive il beta come parametro variabile nel tempo. Viene
innanzitutto calcolata la serie storica dei rendimenti secondo la
seguente equazione:
rt = ln (Pt/Pt-1)
e si estraggono i pesi percentuali dei singoli asset in portafoglio
per ogni data di calcolo del VaR. Per determinare il VaR secondo
l’approccio classico si stima la matrice Σ di varianze e covarian-
ze per le azioni appartenenti ad un dato gruppo applicando l’e-
quazione (1) e viene ottenuto, per ogni mercato e per ogni valu-
ta, un VaR per ogni combinazione di livello di confidenza e oriz-
zonte temporale assegnato. Per le valute, il VaR viene calcolato se-
condo l’equazione VaRcurrency = zσx√∆t —, dove σ è la deviazione stan-
dard della serie storica delle variazioni percentuali della valuta e
x è la percentuale di investimento in quella valuta. Con il meto-
do OLS si stima un vettore di parametri beta per ogni mercato e
applicando l’equazione (2) si ottengono i VaR per i vari gruppi di
azioni. Il beta OLS è stimato con una finestra mobile di 250 da-
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campione di 250 dati e così pure la matrice di varianze e cova-
rianze. Il procedimento di stima del VaR  viene ripetuto per 325
giorni, per le tre metodologie, nessun vantaggio in termini com-
parativi viene dato ad alcuno dei tre metodi.
Per calcolare i beta secondo la metodologia del Filtro di Kal-
man si ipotizza che il parametro beta segue un processo autore-
gressivo del primo ordine con media costante così come specifi-
cato nella parte finale del paragrafo 4.
Dapprima si calcola un VaR totale di portafoglio che non tie-
ne conto dell’effetto diversificazione tra indici di mercato e valu-
te: questo significa che le componenti di VaR che sono state cal-
colate (VaRindex,i e VaRcurrency,i) vengono sommate, così da riflettere
un’ipotesi conservativa di correlazione nulla tra indici di mercato
e tra valute. Quindi, si calcola il VaR con diversificazione di por-
tafoglio che tiene conto di tale correlazione; stimiamo anzitutto
le matrici di correlazione tra indici di mercato Θindexes e tra valu-
te Θcurrencies. La procedura è giustificata considerando Comitato di
Basilea [4] e [5].
Quindi applichiamo la seguente equazione come in Morgan
[10]:
(7)
per ogni indice di mercato e metodologia che abbiamo discusso;
il VaR currency è dato da:
(8)
Il VaR complessivo per ogni posizione giornaliera, dal 31 di-
cembre 1999 al 12 aprile 2001 è stato quindi calcolato come:
secondo quanto indicato dal Comitato di Basilea [5] e [4].
   VaR VaR VaR total equity currency =+  ,
   VaR VaR VaR currency currencies = ′Θ  
   VaR VaR VaR equity indexes = ′Θ  
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pendice.
5.3 Analisi di back testing
L’analisi di back testing consiste nel verificare il grado di at-
tendibilità del modello di calcolo del VaR esaminando lo sco-
stamento tra i valori del VaR e il valore registrato ex-post mark-
to-market del portafoglio. Ad esempio, nel caso del VaR calcola-
to ad un giorno con livello di confidenza del 95%, l’analisi di
back testing verifica che le perdite giornaliere effettivamente re-
gistrate risultino superiori al livello stimato di VaR nel 5% dei
casi. La stessa analisi viene applicata al VaR calcolato con l’ap-
proccio OLS e quello che prevede una stima statica della ma-
trice di varianza e covarianza tra i titoli in portafoglio. Questi
risultati forniscono un benchmark per valutare la performance
dell’approccio basato sul Filtro di Kalman. Il Comitato di Basi-
lea ha diffuso un documento (Comitato di Basilea [5]) sull’uti-
lizzo del back testing con l’obbiettivo di incoraggiare l’utilizzo di
questa metodologia e di fornire parametri di riferimento; sono
moltissime infatti le tecniche di back testing sviluppate fino ad
oggi e in continua evoluzione. Il Comitato di Basilea raccomanda
la stima di un VaR giornaliero. Quando l’orizzonte temporale è
di cinque o dieci giorni infatti, non è possibile trascurare il fat-
to che la composizione di portafoglio può essere cambiata nel
frattempo.
Solitamente, il rendimento di portafoglio viene registrato ogni
giorno e si viene così a creare una serie storica; tale serie storica
non può essere utilizzata ai fini dell’analisi di back testing. Nel no-
stro caso, ai fini di tale analisi, assumiamo che la composizione
di portafoglio rimanga invariata dal momento in cui stimiamo il
VaR per i cinque o dieci giorni successivi. Questo meccanismo ci
permette una comparazione corretta delle stime di VaR con le rea-
lizzazioni di portafoglio.
L’analisi di back testing si può interpretare come test statisti-
co sulla validità della metodologia di stima del Value-at-Risk; ri-
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stinguere i modelli ben specificati da quelli non ben specificati, il
documento del Comitato di Basilea fornisce una tabella per in-
terpretare i risultati di back testing: il numero di errori è associa-
to alla probabilità cumulata di registrarli e tale probabilità è sud-
divisa in “zone” sulla base delle quali il modello di VaR può es-
sere: accettato come corretto (“zona verde”, fino ad una probabi-
lità cumulata del 95%), rifiutato come mal specificato (“zona ros-
sa”, probabilità superiore al 99,99%), o trovarsi in una zona in-
termedia (“zona gialla”, probabilità cumulata tra il 95% e il
99,99%) (tav. 2). Le zone sono state determinate in modo da bi-
lanciare i due tipi di errore statistico: errore di prima specie ov-
vero la possibilità che il modello di VaR venga classificato come
inesatto sebbene ben specificato; errore di seconda specie ovvero
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zona rossa più di 11 >3,385.3.1 Risultati
Le tavole 3 e 4 riportano i risultati ottenuti; il numero di er-
rori che è stato registrato per ogni tipo di VaR è espresso in ter-
mini di percentuale sul numero totale di stime di VaR. I risultati
che dovremmo ottenere sono 1%, 2,5% e 5% per il VaR al 99%,
97,5% e 95% rispettivamente.
Le tre metodologie sono denominate: VarCov il metodo della
matrice varianze-covarianze, OLS il metodo che calcola i beta sta-
titici, Kalman il metodo che stima i beta con il Filtro di Kalman.
Nel caso del VaR diversificato, la stima effettuata secondo il me-
todo Kalman risulta, in termini di back testing sensibilmente mi-
gliore rispetto a quelle dei metodi OLS e VarCov: la percentuale
di errore risulta più bassa nel caso del VaR diversificato a un gior-
no (99%) e più alta nel caso del VaR diversificato a dieci giorni
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TAV. 3
RISULTATI DI BACK-TESTING: VALUE-AT-RISK DIVERSIFICATO
95% 97,5% 99%
A. VaR a 1 giorno diversificato
Kalman 5,56 2,47 1,54
OLS 5,56 2,78 1,85
VarCov 4,94 2,47 1,85
B. VaR a 5 giorni diversificato
Kalman 7,19 3,13 0,94
OLS 6,56 3,13 0,94
VarCov 5,62 2,50 0,94
C. VaR a 10 giorni diversificato
Kalman 4,13 0,95 0,63
OLS 3,81 0,95 0,63
VarCov 3,49 0,95 0,63(95%), ma in entrambi i casi risulta più vicina al valore obietti-
vo. Per quanto riguarda il VaR diversificato a un giorno, interval-
lo di confidenza del 99%, in riferimento alla tavola 2 si evidenzia
che il VaR Kalman è l’unico che si colloca nella “zona verde” con
una percentuale di errore dell’1,54% e può quindi essere conside-
rato un modello ben specificato; OLS e VarCov si collocano inve-
ce nella “zona gialla”.
Nel caso del VaR non diversificato le stime effettuate con le
tecniche Kalman e OLS risultano uguali e migliori di quelle ef-
fettuate con l’approccio VarCov nel caso del VaR a un giorno 95%
e 97,5%, a cinque giorni 95% e 97,5% e a dieci giorni 97,5%. In
tutti gli altri casi, i tre metodi presentano la stessa percentuale
di errore e non è possibile quindi trarre delle conclusioni uni-
voche. In generale, si osserva che, all’aumentare dell’orizzonte
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TAV. 4
RISULTATI DI BACK-TESTING: VALUE-AT-RISK NON-DIVERSIFICATO
95% 97,5% 99%
A. VaR a 1 giorno non diversificato
Kalman 2,47 1,54 0,31
OLS 2,47 1,54 0,31
VarCov 1,85 0,93 0,31
B. VaR a 5 giorni non diversificato
Kalman 2,81 0,63 0,00
OLS 2,81 0,63 0,00
VarCov 1,25 0,00 0,00
C. VaR a 10 giorni non diversificato
Kalman 0,95 0,63 0,32
OLS 0,95 0,63 0,32
VarCov 0,95 0,32 0,32temporale, la percentuale di errore dei tre metodi tende a dimi-
nuire sensibilmente; ciò è dovuto probabilmente al fatto che la
relazione che lega la volatilità giornaliera alla volatilità per un
orizzonte temporale più lungo è data da un coefficiente inferio-
re al √∆t — che viene comunemente utilizzato. In generale, osser-
viamo che il VarCov presenta percentuali di errore che si disco-
stano maggiormente dai valori obiettivo. Come sottolineato in
precedenza, l’analisi empirica viene effettuata per un periodo ca-
ratterizzato da elevata volatilità successivo ad una fase di forti
rialzi degli indici americani. Nei grafici 4 e 5 si evidenzia il mo-
do in cui il portafoglio viene aggiustato verso posizioni sempre
più difensive: il beta del portafoglio subisce nel periodo una gra-
duale ma sensibile diminuzione. Si nota inoltre che gli anda-
menti dei beta di portafoglio stimati secondo le due metodolo-
gie risultano simili, ma la prima curva si presenta più smooth
della seconda. Ciò è dovuto al fatto che il parametro beta Kal-
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man è più sensibile alle variazioni di mercato e ad esse si adat-
ta più rapidamente.
La serie storica del VaR Kalman presenta una maggiore va-
riabilità rispetto agli altri metodi. I grafici 6-9 mostrano che VaR
OLS e Kalman hanno un andamento meno accidentato di quel-
lo tracciato dal metodo VarCov. Per il VaR ad un giorno al li-
vello di confidenza del 99% non diversificato, lo scostamento me-
dio tra il VaR VarCov e il VaR Kalman è pari allo 0,38% e lo sco-
stamento massimo è pari a 0,62%. Lo scostamento medio tra i
VaR VarCov e OLS è pari a 0,42% e lo scostamento massimo è
0,72%.
I tre metodi si differenziano anche in termini di volatilità del-
le stime. La deviazione standard della serie storica del beta di por-
tafoglio Kalman è pari a 0,0664, quella del beta di portafoglio OLS
è pari a 0,0468. La maggior volatilità del beta Kalman, per la re-
lazione 2, si riflette sulle stime di VaR, come evidenziano i grafi-
ci 6-9. Con un intervallo di confidenza del 99% non diversificato
e un orizzonte temporale di un giorno, il VaR Kalman presenta
GRAF. 5
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GRAF. 7
VaR NON-DIVERSIFICATO A UN GIORNO CON INTERVALLO 
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GRAF. 9
VaR DIVERSIFICATO A DIECI GIORNI CON INTERVALLO 
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rendimenti VarCov Kalman OLS
rendimenti VarCov Kalman OLSuna deviazione standard pari a 0,17, il VaR OLS pari a 0,14. La
metodologia Kalman, come ci si aspettava, è caratterizzata da una
maggiore volatilità che si riflette su stime di VaR più efficaci in
termini di previsione dei rendimenti futuri, in modo particolare
nel caso del VaR diversificato a un giorno, intervallo di confiden-
za del 99%.
6. - Conclusioni
In questo articolo, si è proposta una metodologia per il cal-
colo del VaR basata sull’utilizzo del filtro di Kalman per la stima
del beta di portafoglio. L’analisi empirica ha mostrato che il VaR
stimato con il filtro di Kalman, nell’ipotesi che il parametro beta
segua un processo autoregressivo con media costante, risulta più
sensibile alla volatilità del mercato rispetto a quello stimato con
il metodo OLS e con il metodo della matrice di varianze e cova-
rianze. La tecnica proposta in questo lavoro sembra dare risulta-
ti molto interessanti a fini operativi per soddisfare l’esigenza di
controllare giornalmente il rischio di portafoglio. Una rilevante
estensione della metodologia a livello applicativo riguarda la sti-
ma dinamica delle matrici di correlazione degli indici di mercato
mediante modelli stocastici della volatilità. In questa direzione è
orientato lo sviluppo di una futura ricerca.
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Aggregazione del Value-at-Risk
Definiamo il rendimento di portafoglio come:
(9)
dove R1 e w1 rappresentano, rispettivamente, rendimento e peso
per il titolo 1 e così via per il titolo 2 fino ad N, w′ rappresenta
il vettore trasposto dei pesi e R è il vettore contenente i rendi-




i è la varianza del titolo i e σij è la covarianza tra i titoli i
e j. La varianza di portafoglio può essere scritta come:
(11)
definendo Σ come la matrice di covarianza. Definiamo la correla-
zione ρ tra i titoli i e j come:
(12)
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Definendo il VaR come:
(14) VaRp = ασp √
–
tW
dove α può essere posta pari a 1,65 per un livello di confidenza
del 95%, √
–
t è la radice quadrata del numero di giorni definito co-
me orizzonte temporale del VaR e W è il valore iniziale del por-
tafoglio. Secondo Jorion [9], il VaR di portafoglio è allora:
(15)
Quando la correlazione ρ è zero, il Value at Risk si riduce a:
(16)
quando la correlazione è esattamente uno, abbiamo:
(17)
Il VaR di portafoglio può essere espresso anche in termini di
matrice di correlazione, Θ, secondo Morgan [10] e otteniamo, da-
to ρ11 = ρ22 = 1 e ρ21 = ρ12
(18)
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matriciale:
(19)
dove: VaR′ rappresenta il vettore trasposto di VaRs.
Ora, consideriamo il precedente portafoglio dove i due titoli
1 e 2 sono quotati rispettivamente in usd e yen con l’euro come





yen e ρusd,yen, rispettivamante, la volatilità di usd, la volati-
lità dello yen e la correlazione tra le due valute. Il VaR di por-
tafoglio in termini di rischio di cambio è:
(20)
Quindi possiamo anche scrivere:
(21)
dove VaR′ rappresenta il vettore trasposto dei VaRs di valuta e  Ξ
è la matrice di correlazione tra le valute.
Una correlazione tra rischio di mercato e rischio di valuta pa-
ri a uno è ciò che viene raccomandato di assumere dal Comitato
di Basilea, [4] e [5]; il VaR  totale di portafoglio è:
(22) VaRTOT = ˙ασTOT√
– tW= VaRP + VaRcurrency
dove σTOT = σp + σcurrency.
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172 Cristina SommacampagnaUna formula può essere derivata per dimostrare l’additività














Il VaR totale è dato dalla somma dei V aRs se assumiamo che i
due fattori di rischio siano perfettamente correlati con ρP,CUR = 1 e:
(25) VaRTOT = α (σP + σCUR) √– tW = VaRP + VaRCUR
ottenendo un VaR totale non diversificato con lo scopo di essere
prudenti nella valutazione del rischio (Alexander [2] e Jorion [9]).
   
VaR tW TOT P CUR P CUR P CUR =+ () ( ) ασ σ ρ σ σ
2
21 –– . ,
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